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Анотацiя

Тут представлена базова гомотопiчна бiблiотека мови Anders для
курсу «Теорiя типiв», яка сумiсна з позначеннями, що використову-
ються в пiдручнику HoTT. Серед принципiв, якi покладенi в основу
бiблiотеки, головними є: лаконiчность, академiчнiсть, педагогiчнiсть.
Кожна сторiнка має на метi повнiстю висвiтлити компоненти типу,
використовуючи тiльки тi типи, що були викладенi попередньо, ко-
жне визначення повинно мiстити як математичну нотацiю так i код
верифiкатора та бути вичерпним посiбником користувача мови про-
грамування Anders та її базової бiблiотеки. Загалом передбачається,
що бiблiотека повинна вiдповiдати пiдручнику HoTT, та бути його
практичним дослiднидницьким артефактом.
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Теорiя типiв
Теорiя типiв — це унiверсальна мова програмування чистої математики
(для доведення теорем), яка може мiстити довiльну кiлькiсть консистен-
тних аксiом, впорядкованих у виглядi псевдо-iзоморфiзмiв: 1) сигнатури
типу або формацiї; 2) функцiї encode, способи конструювання елементiв
типу або конструкцiя; 3) функцiї decode, залежнi елiмiнатори принципу
iндукцiї типу або елiмiнацiя; 4) рiвняння бета правила або обчислювально-
стi; 5) рiвняння ета правила або унiкальностi. Таке визначення було дано
Мартiном-Льофом, вiд чого теорiя типiв носить його iм’я MLTT.

Головна мотивацiя гомотопiчної теорiї — надати обчислювальну семан-
тику гомотопiчним типам та CW-комплексам. Головна iдея гомотопiчної
теорiї [1] полягає в поєднаннi просторiв функцiй, просторiв контекстiв i
просторiв шляхiв таким чином, що вони утворюють фiбрацiйну рiвнiсть
яка збiгається (доводиться в самiй теорiї) з простором шляхiв.

Завдяки вiдсутностi ета-правила у рiвностi, не кожнi два доведення
одного простору шляхiв дорiвнюють мiж собою, отже простiр шляхiв утво-
рює багатовимiрну структуру iнфiнiтi-групоїда.
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Основи
Перша частина базової бiблiотеки — модальнi унiвалентнi MLTT основи, що
роздiленi на три групи. Перша група мiстить класичнi типи MLTT системи
описанi Мартiном-Льофом, якi присутнi у мовах Per та Anders. Друга гру-
па мiстить унiвалентнi iдентифiкацiйнi системи мови Anders. Третя група
мiстить модальностi мови Anders, якi використовуються в диференцiаль-
нiй геометрiїї та в теорiї гомотопiй. Основи пропонують фундаментальний
базис який використовується для формалiзацiї сучасної математики в та-
ких системах доведення теорем як: Coq, Agda, Lean.

• Фiбрацiйнi
• Унiвалентнi
• Модальнi

Математики
Друга частина базової бiблiотеки Anders мiстить формалiзацiї математи-
чних теорiй з рiзних галузей математики: аналiз, алгебра, геометрiя, теорiя
гомотопiй, теорiя категорiй.

Слухачам курсу (10) пропонується застосувати теорiю типiв для доведе-
ння початкового але нетривiального результу, який є вiдкритою проблемою
в теорiї типiв для однєї iз математик, що є курсами на кафедрi чистої ма-
тематики (КМ-111):

• Функцiональний аналiз
• Гомологiчна алгебра
• Диференцiальна геометрiя
• Теорiя гомотопiй
• Теорiя категорiй

Програми
Третя частини базової бiблiотеки, присутня у мовах Per та Anders, при-
свячена прикладам з промислового програмування в областi автоматизацiї
пiдприємств та iнформацiйних технологiй, а саме для специфiкацiї програм-
них iнтерфейсiв.

• Формалiзацiя двонаправленого тракту
• Формалiзацiя графiчного веб iнтерфейсу
• Формалiзацiя бази даних з єдиним простором ключiв
• Формалiзацiя реляцiйної бази даних
• Формалiзацiя системи управлiння процесами
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Фiлософiї
З сучасникiв формальною фiлософiєю в HoTT загалом займається Девiд
Корфiлд, а формалiзацiєю свiдомостi як окремий предмет вивчають Хенк
Барендрехт та Горо Като. Формальна теорiя природнiх мов теж формалi-
зується за допомогою MLTT, а основнi теореми доводять в HoTT. В че-
твертiй частинi базової бiблiотеки Anders наводяться приклади програм,
якi манiфестують висловлювання i теореми з формальної фiлософiї про пу-
стотнiсть всiх феноменiв та синтаксис, морфологiю i семантику природньої
української мови.

• Формалiзацiя Мадг’ямiки
• Формалiзацiя української мови в кванторах

Структура верифiкатора
На вiдмiну вiд одноаксiоматичного верифiкатора Henk, який мiстить тiль-
ки один iндексований всесвiт Ui, рiвнiсть за визначенням для примiтивiв
єдиного Π-типу, та функцiю верифiкацiї τ = type, верифiкатори Per i
Anders мiстять додатково Σ-тип для контекстiв та телескопiв, бiльш де-
талiзовану функцiю типiзацiї τ , та багато iнших доснiпових модулiв, крiм
Π-типу, але якi теж пiдпорядковуються системi типiв Мартiна-Льофа.

Космос N-iндексованих всесвiтiв ω

В теорiї типiв всi сигнатури всiх типiв живуть в iєрархiях всесвiтiв iндексо-
ваних натуральними числами. Множина таких iєрархiй називається космо-
сом. В iмплементацiях N завжди реалiзовано як Big Integer. Верифiкатор
Anders має космос, що складається з двох iєрархiй всесвiтiв ω = {Vi,Ui}.

Рiвнiсть =def з точнiстю до α-β конверсiй
Рiвнiсть за визначенням (iнтенсiональна) двох термiв означає, що за допо-
могою серiї альфа та бета перетворень можна довести що терми дорiвнюють
посимвольно (бiнарно). Саме ця функцiя повинна бути iмплементована для
всiх типiв у верифiкаторi. Програми, якi доводять рiвнiсть двох термiв в те-
орiї самого верифiкатора за допомогою конструкторiв рефлексивностi нази-
ваються екстенсiональними рiвностями. Якшо це вiдбувається для =-типу у
всесвiтах Vi — це називаються пропрозицiйними рiвностями, а якшо в iнших
iдентифiкацiйних системах у всесвiтах Ui – називаються типовими рiвностя-
ми. Iнтерналiзацiя iнтенсiональної рiвностi за визначенням всерединi теорiї
за допомогою Π-типiв називається рiвнiстю Лейбнiца i є виводимою у всiх
фiбрацiйних верифiкаторах.
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Функцiя верифiкацiї τ
Головна функцiя верифiкацiї розпадається на систему взаємозалежних фун-
кцiй τ = {infer,app, check,act, conv, eval}, якi повиннi бути iмплементо-
ванi для кожного типу, вбудованого в верифiкатор.

Контексти та телескопи Σ

В теорiї типiв контексти, як алгебраїчнi послiдовностi якi мiстять сигнату-
ри, якi теж у свою чергу складаються з послiдовнiстей пар, що складаються
з iменi змiнної та її типу, визначаються Σ-типами.

Доснiповi модулi
∫

вбудованих типiв
Кожен доснiповий модуль повинен бути представлений у виглядi п’яти син-
таксичних примiтивiв: 1) формацiї; 2) конструкцiї; 3) елiмiнацiї; 4) обчи-
слювальностi; 5) унiкальностi. Цi примiтиви повиннi бути узгодженi в сенсi
Мартiна-Льофа та представленi у цiй статтi, як документацiя на бiблiоте-
ку верифiкатора, як у тому числi дає формальне визначення примiтивам в
конкретнiй теорiї

∫
= {Π,Σ,=,W,0,1,2,Path,Glue}.
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1 Простори функцiй
Π-тип — це простiр, що мiстить залежнi функцiї, кодомен яких залежить
вiд значення з домену. Так як всi розшарування домену присутнi повнiстю
в кожнiй функцiї з простору, Π-тип також називається залежним добутком,
так як фунцiя визначена на всьому просторi домена.

Простори залежних функцiї використовуються в теорiї типiв для мо-
делювання рiзних математичних конструкцiй, об’єктiв, типiв, просторiв,
а також їхнiх вiдображень: залежних функцiй, неперервниї вiдображень,
етальних вiдображень, розшарувань, квантора узанальнення ∀, iмплiкацiї,
тощо.

1.1 Формацiя
Визначення 1.1 (Π-формацiя, залежний добуток). Π-типи репрезентують
спосiб створення просторiв залежних функцiй f : Π(x : A), B(x) в певному
всесвiтi Ui, з доменом в A i кодоменом в сiм’ї функцiй B : A → Ui над A.

Π : U =def

∏
x:A

B(x).

de f Pi (A : U) (B : A → U) : U
:= Π ( x : A) , B(x )

1.2 Конструкцiя
Визначення 1.2 (λ-функцiя). Лямбда конструктор визначає нову лямбда
функцiю в просторi залежних функцiй, вона ще називається лямбда абстра-
кцiєю i позначається як λx.b(x) або x 7→ b(x).

λ(x : A) → b(x) : Π(A,B) =def∏
A:U

∏
B:A→U

∏
a:A

∏
b:B(a)

λx.b.

de f lambda (A: U) (B: A → U) (b : Pi A B)
: Pi A B := λ ( x : A) , b (x )

de f lam (A B: U) ( f : A → B)
: A → B := λ ( x : A) , f ( x )

Коли кодомен не залежить вiд значеення з домену функцiї f : A → B
розглядаються в контекстi System Fω, залежний випадок розглядається в
Systen Pω або Calculus of Construction (CoC).
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1.3 Елiмiнацiя
Визначення 1.3 (Принцип iндукцiї). Якшо предикат виконується для лям-
бда функцiї тодi iснує функцiя з простору функцiй в простiп предикатiв.

de f Π−ind (A : U) (B : A → U) (C : Pi A B → U)
( g : Π ( x : Pi A B) , C x )

: Π (p : Pi A B) , C p := λ (p : Pi A B) , g (p)

Визначення 1.3.1 (λ-аплiкацiя). Застосування функцiї до аргументiв ре-
дукує терм використовуючи рекурсивну пiдстановку аргументiв в тiло фун-
кцiї.

f a : B(a) =def

∏
A:U

∏
B:A→U

∏
a:A

∏
f :
∏

x:A B(a)

f(a).

de f apply (A: U) (B: A → U) ( f : Pi A B) ( a : A) : B a := f ( a )
de f app (A B: U) ( f : A → B) (x : A) : B := f ( x )

Визначення 1.3.2 (Композицiя функцiй).

de f ◦T ( x y z : U) : U
:= (y → z ) → ( x → y ) → ( x → z )

de f ◦ ( x y z : U) : ◦T x y z
:= λ ( g : x → z ) ( f : x → y ) ( a : x ) , g ( f a )

1.4 Обчислювальнiсть
Теорема 1.4 (Обчислювальнiсть Πβ). β-правило показує, що композицiя
lam ◦ app може бути скорочена (fused).

f(a) =B(a) (λ(x : A) → f(a))(a).

de f Π−β (A : U) (B : A → U) ( a : A) ( f : Pi A B)
: Path (B a ) ( apply A B ( lambda A B f ) a ) ( f a )

:= idp (B a ) ( f a )

1.5 Унiкальнiсть
Теорема 1.5 (Унiкальнiсть Πη). η-правило показує, що композиацiя app ◦
lam можу бути скоронеча (fused).

f =(x:A)→B(a) (λ(y : A) → f(y)).

de f Π−η (A : U) (B : A → U) ( a : A) ( f : Pi A B)
: Path ( Pi A B) f (λ ( x : A) , f x )

:= idp ( Pi A B) f
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2 Простори контекстiв
Σ-тип — це простiр, що мiстить залежнi пари, де тип другого елемента
залежить вiд значення першого елемента. Оскiльки в кожнiй визначенiй
парi присутня лише одна точка домену волокна, — тип також є залежною
сумою, де основа волокна є непересiчним об’єднанням.

Простори залежних пар використовуються в теорiї типiв для моделюва-
ння декартових добуткiв, непересiчних сум, розшарувань, векторних про-
сторiв, телескопiв, лiнз, контекстiв, об’єктiв, алгебр, квантору iснування ∃,
тощо.

2.1 Формацiя
Визначення 2.1 (Σ-формацiя, залежна сума). Тип залежної суми iндексо-
ваний типом A в сенсу кодобутку або диз’юнктивної суми, де тiльки одне
волокно кодомену B(x) присутнє в парi.

Σ : U =def

∑
x:A

B(x).

de f Sigma (A: U) (B: A → U) : U
:= Σ ( x : A) , B(x )

2.2 Конструкцiя
Визначення 2.2 (Залежна пара). Конструктор залежної пари — це спо-
сiб визначення iндексованої пари над типом A елементу кодобутку або
диз’юнктивного об’єднання.

pair : Σ(A,B) =def∏
A:U

∏
B:A→U

∏
a:A

∏
b:B(a)

(a, b).

de f pa i r (A: U) (B: A → U) ( a : A) (b : B a )
: Sigma A B := (a , b)
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2.3 Елiмiнацiя
Визначення 2.3 (Проекцiї). Залежнi проекцiї pr1 : Σ(A,B) → A i pr2 :
Πx:Σ(A,B)B(pr1(x)) є деконструкторами пари.

pr1 :
∏
A:U

∏
B:A→U

∏
x:Σ(A,B)

A

=def .1 =def (a, b) 7→ a.

pr2 :
∏
A:U

∏
B:A→U

∏
x:Σ(A,B)

B(x.1)

=def .2 =def (a, b) 7→ b.

de f pr1 (A: U) (B: A → U) (x : Sigma A B) : A := x . 1
de f pr2 (A: U) (B: A → U) (x : Sigma A B) : B ( pr1 A B x) := x . 2

Якшо ви хочете доступитися до глибокого (>1) поля в сiгма-типi — ви
повиннi використати серiю елiмiнаторiв .2, яка закiнчується елiмiнатором
.1.

Визначення 2.3.1 (Принцип iндукцiї Σ). Каже, що предикат, який вико-
нується для двох проекцiй, вiн виконується також i для всього простору
пар.

de f Σ−ind (A : U) (B : A → U)
(C : Π ( s : Σ ( x : A) , B x ) , U)
( g : Π ( x : A) (y : B x ) , C (x , y ) )
(p : Σ ( x : A) , B x ) : C p := g p . 1 p . 2

2.4 Обчислювальнiсть
Визначення 2.4 (Σ-обчислювальнiсть).

de f Σ−β1 (A : U) (B : A → U) ( a : A) (b : B a )
: Path A a ( pr1 A B (a , b ) ) := idp A a

de f Σ−β2 (A : U) (B : A → U) ( a : A) (b : B a )
: Path (B a ) b ( pr2 A B (a , b ) ) := idp (B a ) b

2.5 Унiкальнiсть
Визначення 2.5 (Σ-унiкальнiсть).

de f Σ−η (A : U) (B : A → U) (p : Sigma A B)
: Path ( Sigma A B) p ( pr1 A B p , pr2 A B p)

:= idp ( Sigma A B) p
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3 Iдентифiкацiйнi простори
=-тип — це iндуктивна родина функiй iндексована елементами x, y : A, якi
мiстять доведення того факту, що цi елементи рiвнi мiж собою x = y.

3.1 Формацiя
Визначення 3.1 (=-формацiя, родина залежних функцiй). Iндуктивна ро-
дина IdV : A → A → V з доменом i кодоменом у всесвiтi V представляє
елементи, що мiстять доведення факту, що iндексованi x, y : A елменти рiвнi
мiж собою.

= : V =def

∏
A:V

∏
x,y:A

IdV (A, x, y).

de f IdV (A: V) (x y : A)
: V := Id A x y

3.2 Конструкцiя
Визначення 3.2 (=-конструкцiя, рефлексивнiсть). Елементи iндуктивної
родини iнстанцiюються єдиним конструктором який мiстить доведення, що
елемент типу x : A дорiвнює сам собi.

refV : x =A x =def

∏
A:V

∏
x:A

refA(x)

de f Id−r e f (A : V) ( a : A)
: Id A a a := r e f a

3.3 Елiмiнацiя
Визначення 3.3 (=-елiмiнатор, J). Для iндуктивної родини C i функцiї c
iснує функцiя f така, що f(x, x, refV (A, x)) = c(x).

ind=A
: (p : x =A y) → C(x, y, p) =def∏

A:V

∏
C:Πx,y:Ax=y→V

∏
c:C(x,x,ref(x))

λp.J(A,C, x, c, y, p).

de f =−ind (A : V)
(C : Π ( x y : A) , Id A x y → V)
(x y : A) ( c : C x x ( r e f x ) )
(p : Id A x y )

: C x y p
:= indJ A C x c y p
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3.4 Обчислювальнiсть
Визначення 3.4 (=-обчислювальнiсть).

de f JS−β (A : V)
(C : Π ( a b : A) , Id A a b → V)
( a : A) ( c : C a a ( r e f a ) )

: Id (C a a ( r e f a ) ) ( JS A C a a c ( r e f a ) ) c
:= r e f c

3.5 Унiкальнiсть
Визначення 3.5 (=-унiкальнiсть).

de f UIP (A : V) ( a b : A) (p q : Id A a b)
: Id ( Id A a b) p q

:= r e f p
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4 Iндуктивнi простори
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